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Introduction

Probleme 1

A)
Jo: J0,4+00[— R
1
T — —
x()é
go st C™ sur R et pour z > 0, g, (z) = —az™! = —arr <0,

On a donc le tableau :

z |0 400
go(T) -
ga(x) | +00
AN
0

2)
Soit n > 1. Pour n < x < n+ 1, g, étant décroissante, go(n+ 1) < go(x) < ga(n)

n+1 n+1 n+1 1 nt1 d 1
/n ga(n+ 1)dz < /n go(z)dz < /n ga(n)darm < /n — < —

Pour n > 2 : En sommant les inégalités G +11)a < :H gﬁ < ka

k=1,2,--- ,n— 1. On obtient par la relation de Chasles :
SEERCpe
k:l (k+ 1) —

n dx 1
n_1§f1 Iﬁgwn_nﬁ-

n—1

1
<2 e
k=1

donc
/”d:n< d:v_i_l< <14 " dx
il LT < il
1 ¢ )1 ¢ no "= 1z
3—a)
Wyl — Wy = W, (n > 1) donc (wy)n>1 est strictement croissante.
3—-10)
~Sia=1:1,=['% =[nz]{ =lnn.
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3 . it —a 1 l-«
— Si a# 1 : une primitive de z +— 27 est =«

n
_ [Mdx __ 1 l—«
L= i = [,

1 11—«

I, = T a(n -1)

~Sia<l,1—a>0n"%—,  +oo.

Iy —n—qoo +00.

- Sia=1,1I,=Inn —,_ 1 +0.

~Sia>1, I —pnotoo 7= = 7

9

Si0<a<1l:Pourn>2 w,>1I, —>ptoo +00 donc wy —n—too +00.

Sia>1:1,<w,<1+1,, VYn>2.

I, / ﬁ donc w, <1+ QEIVn > 2.

(wy,) est croissante et majorée donc converge vers un réel [. Comme I, < w, < 1+
I,,¥Yn > 2 en passant a la limite dans 'inégalité

o<+ L= o

a—1

B)
Sp = ”'inl pour n > 1,t, = In S, (qui est bien définie car S,, > 0 pour n > 1).
n"T2
1)
Soit n > 2.
Sn nle™ (n—1)""2
Sph_1 - (n — 1)!6”_1 n"+l
—1 n—3
_ el )l
n"t3
(n—1)"z
= ne <
n+n"2
(o
= e
n
En prenant le logarithme
1 1
thn —th-1=1+(n—=)In(1 — E)
2)
h ]2, —I—OO[ — R
1
T — 1+ (x— o

a) Pourz>2 2 <3 -1>_21-157_1=
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h est donc bien défini. h est C° et

pour tout x € R
1 1—L
h/(x) - 111(1 - %) + (‘T - %)130_21 = ln( - %) + m—le

8

M) = 14 (- )m(-1)
= 1—|—1n(11;)—;)ln(1—i)
ln(lm— u) 1

1
= ]_ — 71 ]_ — U A = —
+ 5 n(l —u)ou on a poséu -

u

donc en faisant x — +o00,i.e. u — 0.
w — —1In(1 —u) — 0 donc

hz) 22400 0

De méme
h,($> —r—-+00 0
h”(a:) _ # Q;Q(xil)i(liﬁ)
1-1 (z—1)?
_alogs, 1-d
o (z—1)? (x—1)?
1
_ T
= Go1p <0
Orh(2) =1-3m2<0et h'(2) = —In2+ 5 1r = —In2 > 0. On obtient le tableau
suivant : :
z |0 +00
h”(x) _
W(z) | W(2)
N\
0
h(z) 0
/

h(2)
onadonc: h(z) <0  Vz>2.
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b)

Pour n > 2 :t, —t,—1 = h(n) < 0 donc (t,) | 0 d’out (S, = er) |.

¢) De plus, S,, > 0 donc (S,) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers
L>0.

1)a)
g(x) = h(x) + %2 donc ¢'(z) = h'(z) — x% ot
2
—Z 46(z—1 2 11 2_12 +6
g'(a) = 1'(@) + i = I = Higy
Le discriminant réduit est
_ @2 11 _
A =6°%— 65 =3
2y = 593 ~ 0.78
6+2
3

B

To = ~14<2

|
-

donc
g"(x) >0 Vz>2.
De plus,limy— 4o g(2) = limy 4 ¢’'(x) = 0. On obtient donc le tableau suivant :

xz |0 400
N(.’,U) +
g'(v) 0
/
9'(2)
9(z) | 9(2)
N
0

g(x) >0 Va>2.

2—a)

Soit n > 2 :

ti=lne=1> —1.

tn —t1 = ZZ:Q(tk —tp—1) > ZZ:Q _%2
th > 1= o > = Yt g2

b)

On prend o = 2.

t, > —w,Vn >1
orwn§%22dochn21, tn, > —2
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S, = e t» > e72 d’ot1 en passant & la limite L > e=2 > 0.
3)
a) On considere a présent la suite (ry,)p>1 définie par : r,, = %
(Soy,) est une suite extraite de (S,) donc Sa;, —p—too L
donc r, —p—t0o % = %
b)
Pour n > 1,
(2n)!62n n2ntl
'm = (2n)2n+% nl2e2n
(2n)!
n)292n+3

2 . 2n)12 (2n+1
c) T = limy, — 400 ( 7)1!4(2477, )

Et en prenant la racine carrée

2  en)Won Tl
li -~
T n—-+o00 nl222n

(2n)!y/n y V2n+ 12

noe pgmts < Um

1
= lim 7, x24/1+ —
n—+o0 2n

= lim r, x2
n—-+4o0o

2

L

donc L =2x /5 =27
On en déduit que S,, = <" —n—too V2T

T
n"t2

donc

—n—too 1
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Probleme 2

RAPPELS
Propriétés de la relation d’ordre < dans Z

Soient a,b,c,d € 7Z.
— (0) La relation d’ordre est totale i.e a < b ou b < a.
(1) symétriea <betb<a=a=>0
(2)transitivité a <bet b<c=a <c.
— (3)invariance par addition a <betc<d=a+c<b+d
(
(
(

4)invariance par multiplication par un entier positif. a < bet ¢ > 0 = ca < ¢b
cette propriété découle de l'invariance par addition)
5) changement de sens des inégalités quand on prend l'opposé. a < b= —b < —a

1)
Soit G un ensemble muni d’une loi + et d’une relation d’ordre < ayant les mémes
propriétés que dans Z.
Soit n € N.
- Siz >0, 2"™>0donc 2".x > 0 donc p =0 convient ;0 € P,,.
— Siz < 0,—z > 0. D’apres la propriété A , il existe un entier k£ > 0/ 2"(—z) < k.u
donc (—k).u < 2".x donc —k € Py,.
P, n’est donc pas vide.
Or P, est majoré par 2".xz donc P,, admet un plus grand élément p,,.
Vp € Pn,p < pn et pp, €N
2) pp € Py, donc pp.u < 2".x
1+ pn > pp donc 1+ p, ¢ Pp,. Par conséquent (1 + py,).u > 2",
ppu < 2%z < (1 + pp)u. On a de méme p,oqu < 2" e < (1 + ppyr)u
On a alors : ppyiu —2u < 2" e — 2u < 2(1 + pyp)u — 2u = pru
(pn-i-l — 2py, — 2)U < 0.
Comme u > 0,pp11 —2p, —2 <0
Pnt1 < 2pp + 2 @ inégalité dans Z donc pp4+1 < 1+ 2py,
On a aussi 2p,u < 2"z < (1 + ppy)u
donc 2p, < 1+ ppy1 :inégalité dans Z
donc 2p,, < pry1
En conclusion
2pn, < pny1 < 14 2py,

3)a)

On pose pour n € Ny, =27 "p,

pour n € N,ynp1 —yn = 27771
question précédente.

La suite (yn)nen est croissante.

b)

Soit n € N.

Pril — 27"pn = 27" Ypuy1 — 2pn) > 0 d’apres la
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Pr+1 — 2pr < 1Vk € N

done y1 — Yk = 27" (prg1 — 2px) < 27F71, vk € N donc
_ iy 1—(Lyn

S Ykt — Yk < Sopp 2 = 1 1£2) =1-(3)" <1

donc yn —yo <1

NI N

yn < 1+ yo donc la suite (y,)nen est croissante et majorée donc elle converge vers un
réel r(z).
4)

Lemme 1. Si k: G — R vérifie S alors Va € Z,Vy € G, h(ay) = ah(y).

Démonstration. Soit y € G. On a h(0) = h(0 + 0) = h(0) + h(0) donc h(0) = 0. h(0) =
h(y+(—y)) = h(y) +h(—y) = 0 donc h(—y) = —h(y). Par récurrence sur n > 1, montrons
que h(ny) = nh(y). C’est vrai pour n = 1. Supposons le résultat vrai au rang n. h((n +
Dy) = h(ny +y) = h(ny) + h(y) H.R nh(y) + h(y) = (n+ 1)h(y)

donc Vn € N, h(ny) = nh(y). Cette relation est encore valable sur Z : car sim € Z, m <
0 ( ﬁb(my) = h(=(=my)) = —h(=my) = —(=m)h(y) = mh(y). Donc Ya € Z, h(ay) =
ah(y).

Y
)

O]

Supposons qu'un tel h existe. Soit n € N. h étant croissante,en appliquant h a chaque
terme de l'inégalité p,u < 2"z < (1 + py)u on obtient h(p,u) < h(2"x) < h((1 + pp)u)
prh(u) < 2"h(z) < (1 + pp)h(u) et comme h(u) = 1, l'inégalité devient p, < 2"h(x) <
1+ pn

ou encore (en multipliant chaque terme par 27") y, < h(z) < 27" +y,

En passant a la limite on a par le théoreme d’encadrement (ou théoréme des gendarmes)
h(z) = limy— 400 Yn = 7().

Partie B

1)a) Soit n € N. On a les inégalités : pyu < 2"z < (1 + py)u plu < 2"z < (1 +p))u
¥ —x>0et 2" >0donc 2"(z' —z) > 0. —2"z < —ppu 2"(2' —x) = 22" + (—2"x) <
(14 p},)u — pru
0< 2™z —z) < (1+p), —pn)u
b)

' —x > 0 donc il existe ng € N tel que ng(2’ — z) > v Comme 2" > n

2" (2 — ) > no(z' — ) > u

¢) Soit n > ng : 2"(2' —x) < (1 +pl, — pn)u
2n=mono (g — ) < (1+pl, — pn)u
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20y < 2MTM0N0 (g — ) < (14 pl, — pn)u

comme u > 0 on en déduit que 2"~ < 1+ p/ —p,

En multipliant par 27" on obtient 27" < 27" + ¢/ —y, Yy, —y, > 270 — 27"

d)

En passant a la limite (n — +oo,n > ng) dans l'inégalité y/, — y, > 270 — 27" on
obtient r(a’) —r(z) > 27" > 0 donc r(z’) > r(x) donc x — r(x) est strictement croissante
surG.

2)a)

on pose "/ =z + 2

En additionnant les deux inégalités p,u < 2"z < (1 + py)u

phu <2z < (1+p))u

on obtient

(Pn + Pp)u < 2"(@ + ') < (24 pn +pp)u
D’autre part pllu < 2"x" < (1 +p))u

n

donc 2"z" — u < pllu < 272"

Or (pn +pl,)u < 2"(x +2') < (24 pn + pl)u et u > 0 donc (p, + pl)u —u < plu <
(24 pn +pp)u et pr+pl, =1 < pjy <24 pn + pj, dans Z

En passant aux inégalités larges

R N A e S )

En multipliant par 27" on obtient : y, + v}, <yl < 27" 4+ y, + vy,

et par le théoréeme d’encadrement on a en passant a la limite n — +oo r(z”) =
r(z) 4+ r(a).

3) Calculons r(u)

En prenant x = u, on a P, = {p;p € Zetpu < 2"u} = {p; p € Zetp < 2"} car u > 0
donc p, =2" et y, = 1Vn € N

d’ott 7(u) = limp— 4o Yn =1

)

7 est strictement croissante, r vérifie S et r(u) = 1 donc h existe et h = r par unicité.

Partie C

On prend G = R. Soit f une application croissante de R dans R possédant la propriété
S.

1) Supposons que f(1) =0 a)

On a déja vu dans le lemme que f(0) = 0. b) Soit = € [0,1]. f est croissante donc
0= f(0) < f(z) < f(1) = 0 done f(x) = 0.

c

)
D’apres le lemme on a f(n) =nf(1l) = 0Vn € Z.
d)
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Soit y € R. On écrit y = E(y) + Frac(y) avec 0 < Frac(y) <1 (Frac(y) est la partie
fractionnaire de y).

En appliquant f on obtient f(y) = f(E(y) + Frac(y)) = f(E(y)) + f(Frac(y)) =
0+0=0.

Doncf =0

2)

f est croissante donc f(1) > f(0) = 0.

Comme f(1) # 0, f(1) > 0. On définit une application h de R dans R par h(z) = %
Soit =,y € R.

~—|

_fety)  flo)+fy)
donc h vérifie (H). De plus, si z < z/,
f(z) < f(a') et comme f(1) > 0,h(x) < h(z').
h est donc croissante. On a aussi h(1) = 1.
b)
Soit x € Ry

Pn={p€Z;pl <2}

On a donc p, = E(2"z) et 2"z — 1 < p, < 2"z et en multipliant par 27" : . — 27" <
yn < x En passant a la limite n — 400 : x < r(z) < x donc r(x) = z.

Donc par unicité on a h(z) = r(z) = 2V € Ry

Si z < 0, le lemme donne h(z) = —h(—x) = —(—z) = . donc h(x) = zVx € R .

3)

On en déduit que f(z) =zf(1)Vz e R .

Les seules applications strictement croissantes de R vers R et vérifiant (H) sont les
applications x — azx ou a > 0.



