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Introduction

Partie 1

Soit U = {(Up)nen/Vn € NyUp 1 = (dn+2)U,, + Up—1}

1. Soit W el.

Remarque 1. Remarquons d’abord que si U et Up_1 sont de méme signe
alors Vn > k—1,U, a le méme signe que Ur_1. On le montre par récurrence
surn>k—1.

Supposons que Uy, et U,41 ont le signe de U_1. Alors Upto = (4n+6)Upt+1+
U, ale méme signe que Up_1 donc Uy41 et U, ont le signe de Uy_1;

ce qui achéve la récurrence.

Soit U et V € U telles que Uy = Vp = 1; Uy = —0,1639, V;, = —0, 1640
La calculatrice donne:

Up=1 Ww=1
U, =-0,1639 V1 = —0,1640
U, = 0,0166 Vo =0,016
Us = 0,0021 V3 = —0,004

Vy=-0,04

Donc Vn > 2,¥Vm > 3,U, > 0 et Vy, < 0. Soit n > 3: Upy1 — U, =
(An+1)U, +Up—1 > 0 donc (U )n>3 est croissante. Donc on a de plus, pour
n> 40U = (4n+2)Un+Un_1> (4n+2)Us = 0,0021 (4n+2) —"—+% 400,

De méme (Vp,)m>4 est décroissante et limy, oo Vi = —00

a) Pour n > 0,0n pose ¢, = apbpt1 — apt+1by

co =apby = a3. Soit n > 1: ¢ui1 = ani1bni2 — api2bni1 = any1((4n+
6)bp+1 + bn) — bn+1((4n +6)ant1 + an) = apt1bp — anbpr1 = —cn
donc ¢, = (—1)"¢o

Vn €N, ¢, = (—1)"a3

b) Supposons que ag # 0. Posons r, = ‘l’;—:, n > 2.

Quitte & remplacer a,, par a), = —a,, et b, par b}, = —b,, et r,, par 1}, = % =
§* = Ty, o0 peut supposer que ag > 0.
On sait que bg = 0 et by = ag > 0 donc d’apres la Remarque 1, Vn > 2, b, >

0 donc 7, est bien définie pour n > 2.



Soit donc n > 2.
r r _ Gny2 an
n+2 — ''m  — -
bn+2 bn

an+2bn - anbn—i—Q

bnbn+2
(4n + 6)an+1bn + anbn - (477, + G)bn—i—lan - anbn
bnbn+2

(4n + 6)cpy1
bnbn1o
(4n + 6)(~1)" a3
bn((4n 4 6)byt1 + by)

et
_ Gn41 Qnp
Tn+1 —Th = - T
bn-‘,—l bn

an+1 by, — anbn+1

bnbn—i-l
Cn+1

bnbn+1
(_1)n+1a(2)
bnbn+1)

Remarquons que pour p > 2,b,11 = (4p + 2)b, + b,—1 > (4p + 2)b, donc on
a d’une part (bp)p>2 est croissante et d’autre part

bp1 > (4p +2)by = (4p + 2)ap —p—t0 +00 (1)
. . (8p+6)a3
On a aussi ropy2 — 12p = ~ b (3p+6)baps 1 03y
_ _ (8p+10)a3
"2p+3 = T2p+1 = by (8p+10)b2p 2 tb2ps1) >0
donc (r2p)p>1 est décroissante et (r2p+1)p>1 est croissante et Vp > 1,79, —
2

— o]
Top+1 = bapbapi1 >0
On obtient finalement les inégalités:

Vp > 1,13 <roppr < 1oy <1

Top)p>1 est décroissante et minorée par 73 donc elle converge vers un réel

Q.
(rop+1)p>1 est croissante et majorée par o donc elle converge vers un réel

De plus on sait que Vp > 1,r9p41 — 72p

a2

_52pb2p+1
(1), by, —n—t0o +00, donc en faisant p — 400, on obtient § — a =0
Les suites (§2*) et (Zj:ﬁ) sont adjacentes de limite commune o = /3.
(3) converge vers a = f3.

et que d’apres



c) Soit p € R et soit n > 1. Posons d,, = a,, — uby,.
On voit clairement que (dy) € U (dpy1 = (4p+2)d, +dp—1,p > 1) et d,,
peut s’écrire d, = by (§2 — p). On va donc distinguer deux cas.

o uF# ady~ (a— p)by et |dy| —ntoo +00

o N:O‘dn:bn(%_ﬂ)

. . . . a

Il faut estimer la vitesse de convergence de la suite (7;,) vers aie |32 —a
P

On va montrer un lemme.

a
b

S

Lemme 1. Vp > 1,

ap _
by 0"3

SIS

Proof. On va distinguer deux cas suivant la parité de p:

— p est pair; p = 2k
Irok — a = 1o — a0 < rop — Topy1 =

La premiere égalité vient du fait que ro > «,la premieére inégalité
provient du fait que rop+1 < « et la deuxieme inégalité du fait
que (byp)n>2 est croissante et donc que bap < bopt1 -

— De méme:

ag ag

ITort1 — ol = a —ropr1 < Topyo — Topt1 = borabor = 12
2k+292k+1 2k+1

a a2
Dochpzl,]i—oAS—o O

a?

2
_ a ap __
|dn’ - bn|b: - :u‘ < b”bg = bg n——+00 0
Donc (an — pbn) —n—t00 0ssi p=a =lim, 4 —Z‘:.

Remarque 2. Soit U etV deux éléments de U tels que Uy = Vp et Uy = V1
alors ¥Yn € N,U, = V,,.
Par récurrence sur n, soit (Py,) la propriété: U, =V, et Upy1 = Vit1.
(Py) est vraie. Supposons que (Py,) est vraie. Uy o = (4n+6)Upi1+U, =
(A4n 4 6)Vyy1 + Vi, = Vo done Uyy1 = Vi1 et Upyo = Vipo done (Poga)
est vrate d’ou VYn € N, U, = V,,.

La suite nulle tend évidemment vers 0. Soit U une suite non nulle de U/

e Si Uy = 0on alU; # 0, et par le méme raisonnement qu’avant,
|Un| —n—to0 +00.



e Si Uy est non nulle.

On définit les suites (a,) et (by) € U telles que

ag = by =1et ap = by = 0; on pose v = —(% et a = limn_,Jroo‘g—Z.
On a Uy = Uy(ag — vby) et Uy = Uy(a; — vb1) donc Vn € N, U, =

Uo(an, — vby).

D’apres I’étude faite avant, U tend vers 0 ssi v = « ie U, = U, = Up(ay, —
aby)

donc les éléments de U qui tendent vers 0 sont exactement les U tel qu’il
existe A € R, Vn € N,U, = A(a, — aby) .

3. On définit pour n > 0, une suite de fonctions ¢, définies sur R par
Go(t) = 1 et pour n > 1, ¢, (t) = SCE=1)

a) Soitn > 1.

() = @t =D+ DT = 2= 1) = (24— 1)ga(t)  (te
R)

P (t) = 20n(t) + (2t = 1)¢y,(¢)

= 26n(t) + (2t — 1)%¢n1(2)

= 2¢,(t) + (4(t* — t) + 1)M
" (n—1)!
(t* —t)" (t* — )"t
x (n—1)! (n—1)!
= 2¢n(t) +n X 4pn(t) + Pn-1(t)
= (4n+2)¢n(t) + Pn-1(1)

= 2¢,(t) +n % 4n

b) Iy= fol etdt =1—e L
I = fol (t?e~t — te~!)dt En intégrant par parties on obtient:

1 1 1 1
/ t2etdt — / tetdt = [~t% ], +2 / te~tdt — / te~dt
0 0 0 0

1
= —el+/ te tdt
0

1
= —el—f-[—tet][l)—l-/ e ldt
0

= —el—elt1-—¢!

I, = 1-—3e!



Soit m > 1. Montrons en intégrant par parties que I,+1 = (4n + 2)1, +
Infl

Iny1 = Gny1(t)e tdt

1
= [ (n 20,0+ oa (e
In+1 = (4n + 2)In + In—l

c) On sait que pour 0 <t < 1,[t(t—1)| <t <lete?<1donc

|In| =

/01 LS

n!

[ |ee=r
0 n'
1 1

/ 1" x — x 1dt
0 TL'

1

1

- / L

0 TL'

1

n!

IN

dt

IN

On en déduit que I, =100 0.

De plus (I,)nen € U donc en reprenant les notations du 2.c) v = a =
_1-3e7! _ 3—e
1—e—1 7 e-1

S

d) Ona 41 =(4n+2)I,+ I,-1 donc

n—1 In—i—l

=4dn+2 —

n n

1
=dn+2+—
_In+l




donc en posant y, = —L};l (n > 1) on a la relation de récurrence
Yn = 4n + 2 +
Yn+1
3—6:_117 1 :i: 1 _ 1 _ 1 _ 1
e-1 I -y 6+, 6+ﬁ 6+10+114+1y13 6+10+Mi?

= —e 'P,(1) + P,(0)

b) Remarquons que comme P, est a coefficients dans Q, P, (1) et P,(0)
sont dans Q. Or I, 41 = (An+2)1, + I,

= = 'Puy2(1) + Pui1(0) = (4n + 2)(—e ' Po(1) + Pu(0)) + (¢~ ' Puei(1) + Po-1(0))
= e (=Py1(1)+ (n+2)Py(1) 4+ Py_1(1)) = =Py 1(0) + (4n + 2) P, (0) + P,_1(0)
€Q €Q

Ore ¢ Q,donc —P,11(1)+ (4n+2)P,(1)+ P,—1(1) = —P4+1(0) + (4n +
2)Pn(0) + Pn—l(o) =0

Vn € N*, Pyy1(1) = (4n+2) Po(1)+Pp_1(1) et Pay1(0) = (4n+2) Py (0)+Py_1(0)

donc les suites (P (1))nen €t (Pr(0))nen sont dans U.

5.
a) Soit n € N. Remarquons que (%)’ = kk(t]’;:ll)' _ (]zf::ll)! et que
k
Qn(t) = ZZ:() %l B )
doan%(t):l%—t—i—..._i_ﬁ: Z;é%!
tTL

Qn(t) — Qu(t) = —

nl



b) Soit u € R.

1 1 1
Pn(§+u)—Pé(§+u) = ¢n(§ )
o Grwt (=5 tw)"
- n!
B (u2 _ %)n
- n!
1 —~ _p (=D
ol nooyn—k
k=0

1 nl(=D)"E o (2h)
nl &= Kl(n — k)l 2200 (2k)!

On pose S, (X) = Zk 0 22(n k) (n— k-)lQ2k( )

OnaVu €R, P (5 +u) — Pi(3 +u) = Su(3 +u) — S, (2 +u)

Vo € R, P,(v) — Pl (v) = Sn(v) -8 (v) donc P, — P, =S, — S),
Par unicité de la décomposition, P, = S,, donc

:¢n

n n k
Vu € R, Pn(% +u) = Z 520 W’“) Qar(u) (%)
=0
c)
Py +u) L e

Wi 1

= Z P ym— n KVT]:;)| Qar(u)

<par inégalité triangulaire Z W W)' ‘QQk (U)‘

La suite (|Qa(u)|)ren est majorée par el“l; en effet

Pour N > 0:
2k ; 2k+N i
u] u J u J .
‘QQk(u)‘ = Z T <par inégalité triangulaire Z ‘ 1 < Z 4 < lim
=0 7’ e e R



Or W, = % — 2pCp—1)@p=2)! _ 2(2p — 1)Wy,—1 donc Wy, > Wp_.

p(p—1)!
Donc
Pu(} +u) Wy 1
N2 < 5 -
k=0
n—1 Wk 1 ul
< e
£ 2(2n — 1)W1 220 F) (n — k)]
1 2w, 1 Ju
2(2n — 1) = Wio1 220700 (n — k)]
1 1
_ Jul
2020 1) 4+Z 2n— W2 220 B (n— )1 | ©
Or W‘Z’ig <1pour 0 <k <n-—2donc
Py(t+u 1 12 1
Bz tu) Qan(u)| < 77— |-+ — elul
W, 22n—1) |4 £ 2(2n—3) 220K (n — k)]
= |
L <1
SR S E e S S
22n—1) |17 &22n-3)|°
]. -} + n — ]. e|u|
22n—1) [4 ' 2(2n —3)

Et 2(2n—3)—(n—1) = Sn 5> 0 pour n > 2. De sorte que 5 ﬁ < 1 pour
Pn(3

— Qan(u )’ < gorgel! < gl avec k= geltl.

On en déduit que pour n>2

n22;onadonc‘

P,(: P,
bt e| < [P i) iouto -
k u
< om—1 + ‘QQn(u> —e€ ‘ —n—too 0
d’ou
lim —=—~>=¢

n—-+4oo Wn

Soit U € U. On cherche a et b tels que U, = aP,(1) —bP,(0) Vn e N.

On va d’abord déterminer Py et P;.

Remarquons que deg(P,, — P),) = degP,,. On a Py — Pj =1 donc Py est
de degré 0 (constante) et Pj =0. Py=1.



P — P = ¢ = X? - X, donc degP; = deg(P, — P{) = 2, comme
le coefficient dominant de X2 — X est 1, le coefficient dominant de P; est
1. On cherche P; de la forme P} = X? 4+ ¢X + d avec ¢ et d des réels.
PpL—P = X?+cX+d—-(2X +¢) = X2 — X donc en identifiant les
coefficients, c—2=—-1let d—c=0doncc=d = 1.

P =X*+X+1

On a alors Uy = aPy(1) — bPy(0) =a —b

U1 = aPl(l) - bPl(O) =3a—0

On tire a = UlgUO ,b= U1_23U° On a donc

Us  aPy(1)—bPy(0)  Pu(l)  Py(0)
VnEN,Wn = W, —aWn —an
_ Uy — Uy Pu(3+ 1) B Uy —3Up Pu(3 = 3)
2 W, 2 Wy

Et en utilisant (x)

. U, Ui — Uy %_‘_ Uy + 3Uy -1
im — = e e
n—+oo W, 2 2

Probleme 2

1. On rappelle que pour a et b réels, tels que a,b et a +b # kr + 3.

__ _tana+tanb
tan<a + b) ~ l-tanatanb’

On pose donc t = tan ¢.

tan 3¢ tan ¢ + tan2¢
an
1 — tan ¢ tan 2¢
2 tan ¢
N 1Ja‘n(b—i_l—tanz(ﬁ
- 2tan ¢
1-— tan¢1_tan2¢
_ t+
1_t13€32
t—t3 42t
11222
3t —t3
tan3¢p = ———
an30= g

2. Pour t € R*, soit (A;) la droite d’équation t*z — ty + L = 0 Soit
My = (z0,yo) un point du plan. Remarquons que si ¢ # t" alors (A;) # (Ay).
(z0,y0) € (Ay) ssi t?zg —tyo+ 5 =0 (xx).



Remarquons que le point (0,0) n’appartient a aucune droite (A;).
Sizg =0etyy #O0, il y a une seule droite (Ay,) qui passe par My avec

t* - %.
Si zy # 0, le nombre de droites (A;) passant par My est exactement le
nombre de solutions de ’équation du second degré en t: t2xq — tyo + =0
Son discriminant est yg — 2pxy.

e Siy2 < 2px

I’équation n’a pas de solutions: aucune droite (A;) ne passe par M.

e Si y2 = 2pxo

L’équation a une seule solution et il existe donc une et une seule droite
(Ay4,) passant par M.

e Si y% > 2pxo L’équation a deux solutions distinctes t; et to, donc il y
a exactement deux droites passant par M.

Récapitulons:

Pas de droite 1 droite | 2 droites |

{(0,00} U{(z,y) : y* < 2pz} | ({(z,) : ¥ = 2px} U (y'Oy))\{(0,0)} | {(z,y) : y* > 2pa} |

Dans la représentation graphique avec p = 1, on a mis en jaune les points
ol ne passe aucune droite, en vert les points ol passe une droite et en rouge
les points ou passent deux droites (Ay).

On a donc (P) est la parabole d’équation: y? = 2px privée du point (0,0).
S’il ne passe qu'une seule droite (Ay,) par My € (P), on a I’équation de
droite:

10



(Ato) Yy = to.’E—i-i

2to

Yor  2pxo

A = = 4 ——

( to) ) on 2y0
Yo

A = =

( to) ) 2$0 + Yo
Yopxr

A Cy =

( to) ) 20 + Yo
px

(Ay) ty= —+w0o
Yo

a) Un vecteur directeur de (A¢) est (1,%), donc soit My = (o, yo) un
point vérifiant y3 — 2pzo > 0 et 29 # 0. Soient (A;) et (Ay) les deux droites
passant par Mj.

(A¢) et (Ay) sont perpendiculaires ssi (1,¢) L (1,#)
ssi (1,t).(1,¢') =0
ssi 14+t =0

Or ¢ et ¢/ sont les racines du polynéme zoX? — yoX + &

I_ P
donc tt' = o

A et Ay sont perpendiculaires ssi 1+ ﬁ =0iexg= -4
p
D):x=—-=
(D) ra=-2

b) De méme M est dans (H) ssi (1,1).(1,') = V1 +t2V1 + "2 cos §
ssi 1+ tt' = 2VI+2/1+ 12
ssi (2(1 + tt )) (1 +tHA+2) =1+ W)+ 2 +t2 =1+ ) + (t+
)2 — 2t = (1 — /)2 + (t+t’)

Ortt! =gl et t+¢ =%

Donc My € (H) ssi 4(1 — %) =(1+ ﬁf +(

ssi 4(zg — g)z = (xo + 5) + y2
2
ssi yg = 3ad + 5pxo + 22

2
)

donc (H) est I'’hyperbole d’équation y? = 322 + 5px + % (2)

4. Onpose F = (%,0)
Soit M = (z,y) € (H).
Soit K = (—%,y) la projection orthogonale de M sur la droite (D) : x =

[SS]

11



(H):yA2=3xA2+5px+3p/4

(P):yA2=2px _—

—

_—

25

75

~
\\
25T \
—
—
Ona: MF = (5 —xz,—y)
MK = (-2 — 2,0)
MF? (B -2)?+y”
MK? (x+5)?
_ §+x2—px+3x2+5px+3%
% + 2% + px
2
(on a remplacé y? par 3z° 4 5pz + 3%)
B p? + 422 + dpx
P2y
1
B 4(%2 + 22 4 px)
.
7 bx
= 4
MF _
Donc 3 = 2.
5.

 37)-

a) () coupe (5/Oy) en Ay = (0,
(A"), droite perpendiculaire & (A;)

Trouvons I'équation de la droite
point Ag.

12
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(A :y =te+bt € Rb € R (car (A;) n’étant jamais une droite
horizontale, (A’) n’est pas une droite verticale).

(A")L(Ay) donc 1+t =0 donc ¢/ = —1.
Ay € (A) donc y(A;) = —1z(A4;) +bdonc b= L.
@)y =—to+ b= 1E-a
La droite (A’) passe donc par le point F' = (£,0) quelque soit la valeur

de t # 0. (A’) coupe (D) au point I d’abcisse z = —% et d’ordonnée
l(ﬂ — (=) =2
t\2 2 t »p
= (22
-2.2)

-4.8 -4

Soit My = (z(t),h) le point d’intersection de (A;) avec la droite
d’équation y = h.  (h=1%)

My € (Ay) donc: t2z(t) —tE + 5 =0.

donc x(t) = 5.

M; = (2]%7 %)

Le point M; décrit I’ensemble {(2%, B),t e R*}

On remarque que z(M;) et y(M;) sont non nuls. De plus, y(M;)? = 7;—22 =
2px(My).

Donc tous les points M; se trouvent sur (P).

Réciproquement si M = (z,y) € (P), alors x #0 et y # 0

On pose t = % on a alors

2
2

P
yz%etm:g—p:%:%etdoncM:Mt.
Les points M;,t € R* décrivent (P).
(P) est donc ’ensemble des points qu’on peut voir & angle droit si on se
situe sur y'Oy et qu’on regarde F.

6.

13



a) On pose M; = (x4, ;).

Si t est un réel tel que 1 — 3t2 =0 ie. 2 = % alors

B —3t+k(1-3t")=t3-3t=t(t>—3) =t(3 —3) = -5t #0.

Donc les solutions de 'équation (1) vérifient 1 —3t? # 0 pour i = 1,2, 3.

On adonc k = 2525 1 =1.2.3
nadonc k= 74,0 =1,2,3.
1

Or tan établit une bijection continue et croissante entre ]—g, g[ et R
donc il existe ¢ et ¢; tels que tan¢; =t; et tan¢ =k

avec ¢ et ¢; € ] 55 [ donc d’apres la question 1)

tan 3¢; = k = tan ¢

On a donc 3¢; = ¢ + ki, k; € Z.

Cherchons les valeurs possibles de k;:

—3 T < kim =3¢ —¢ < T +T et —2m < kyw < 27, done —2 < k; < 2
donc k; € {—1,0,1}.

Comme ¢1, @2, ¢p3 sont 2 a 2 distincts,quitte a renuméroter on peut sup-
poser ¢1 < g2 < ¢3.

Dans ce cas, ¢1 = %,(]ﬁz =

(Ay,) est de pente t; = tan ¢;.

On voit que I'angle entre les droites (A, ) et (A¢,) est 5. De méme,l’angle
entre (Ag) et (Ayy) et angle entre (Ay,) et (Agy) est § (tous les calculs
d’angle entre deux droites se font bien sur modulo 7).

Le triangle M7 My Ms est donc équilatéral.

=5

b) (At) x_tzy'f_g_o

t1$3 —t1ys + % = 0 : Ly
Ms € (84,) 01 (Ay,) done { t3rs —tays+5 = 0 Loy
On fait la différence: to x L1 —t1 X Lo.
On obtient: (t2t% — t1t3)as + E(ta —t1) =0
tot1(ty — to)wz + B(ta — 1) = O Comme t; # t3, on obtient

__b
2t
On en déduit que
p, 1 1
s = 2t1+13 2t1+2t2 AR,

Par symétrie on obtient:
D p( 1 1
To = =—(—+ =
27 o1t 2o T
D p( 1 1
xr1 = ==(— 4+ —
U7 bt N, T

14



7. t1,to,13 sont les racines du polynéme X3 — 3kX? — 3X + k, donc
X3 —3kX?-3X +k=(X—-1t)(X —t2)(X —t3)
En développant ce produit on obtient X3 — (t; + to + t3) X2 + (t1to +
tits + tat3) X — titots
En identifiant les coefficients on obtient

t1 + to + tg = 3ktitg + t3ty + tots = —3t1tats = —k

a) Ona: z(G)= %(m + x9 +x3) et y(G) = %(yl + y2 + y3) donc

z(QG)

Donc G = (-4, 7).

1 1 1

iS

1
ax D (ot )
3 2 t2t3 t1t3 t1t2
Btl +to + t3
6 titots
p 3k
6 —k
_b
2
1 p 2 2 2
372 (t1+t2+t3)
ptita + 13ty + lot3
3 t1tots
p—3
3—k
p
=

b) Lorsque k décrit R*, G décrit (D)\{(—%,0)}.
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