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Probléeme 2

Pour kK =0---n,on a: P®(z) =n(n—1)---(n — k + 1)z"*. Et par la formule du
binome de Newton, P(z + h) = (z + h)" = S0y (?)ankpk = yor_ mlozlenktl) )k

Pz +h) =37 ohkP<’f< )

1) By=1
By+2B =0= By =—3
By+3B1+3B; =0= By = —%( _5)21
BQ+4B1+6BQ+4B3—O$B:§——*(1—2+1) 0
By+5B; +10B; +10B3 + 5By =0= By = —t(1 -2+ 5) = -

By+6B; +15By + 20B3 + 15B4 +6B5 = 0 = B = %(1—34—5—*)—0
Pour montrer que B, est rationnel pour tout entier naturel n, on raisonne par
récurrence : By = 1 est rationnel. pour montrer que B, est rationnel, on va suppo-

ser que By est rationnel pour k < n. Byy1 = —% > r—o ("ZZ) By,. Tous les termes de la

somme sont dans Q, donc B, 11 est dans Q. Ce qui acheéve la récurrence.
2)

a)

Lemme 1. Pour tout o et k>0, on a :
k(z) a(k i) avec pour convention (zj) =0sia=0ouk=0.

En utilisant successivement ce lemme, on obtient :

b) On va montrer par récurrence sur p > 1 que

dPB,,
dzxP

(2) = ala = 1)+ (a — p+1)Ba_y(2)
C’est vrai pour p = 1.
Supposons que c’est vrai pour p; montrons le pour p+ 1 :

dp+1Ba( ) = i(dea
dxP v dx dxP

L By yl@) = ala—1) - (a—p+1)(a—p) Ba_p 1(2).

(2)) = ala=1)-++ (a=p+1)
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Donc c’est vrai au rang p + 1.
On en conclue que pour p < « : %(:c) = oafa—1)--(a—p+ 1)Baplz) =
p!(Z)Bafp(w)

3) Soient z,h € R:

o

“ k x k [0
Bo(z+h)=)_ df;,f)}]; => (k>Ba_k(x)hk

k=0 k=0

4) Calcul des premiers B,

— Bl(w) = ((l))Bol'—F (})Bl = — %

— By(x) = (g)BO:UQ + (%)Blaj + (3)32 =2 —z+1

~ Bs(z) = (})Box® + () Bia? + (3)Box + (3) B3 = 2% — 322 + g

— By(z) = (§) 4)le3 + (g)ng + (4)B3m + (4)B4 =gt — 223 4+ 22 :1))
() = (p)

1
)le —|—( )BQx +( )ng —1—( )B41:+( ) —x5—2:n —{—51:3 %x

5) Posons pour @ € Net z € R,Q4(x) = Bo(r + 1) — Ba(x).
On va montrer par récurrence sur k < o que pour k < «, d‘i:kk Qulz) =

Pour cela, on va utiliser un lemme :

dafk
dxa—k

a—l)
Lemme 2. Si f et g: I « R sont de classe C' et vérifient f' = ¢’ et f(a) = g(a) alors

pour tout x € I, f(x) = g(x). On dit en gros que deuz fonctions réelles C sont égales si
leurs dérivées sont égales et si leur évaluation en un point coincide.

Démonstration. La preuve est triviale. On écrit f(x) = [T f(t)dt = [T g (t)dt =
g(z) — g(a), ce qui nous donne f(z) = g(x) O
Pour k=1
dafl dafl dafl
——Qa = ——B, 1) — ——=B,
L 1Qale) = o Bale 1)~ o Ba(a)
SRR G XGRS IR NS
a—1
= aolx1
= o
de—1 do—1 o1
a1 2e®) = (et

Cgix%h—()@a( ) = diaa 11 |x O(Ba(l‘ + 1) - Ba(m)) = (a -1- k) (k+1)(zlgié (kZI)BP -

k k+1
Bii1) = (@ —1—k)! (k+1) (szo ( ; )Bp) =0
Supposons le résultat pour un k vérifiant 1 < k < o — 1. Montrons que le résultat est vrai
pour k + 1.
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dakl

a—k—1 —f— “
dcioz =1 l2=0Qa(T) = W’;E:O(Ba(x +1) = Ba(x)) Or jxaﬁh:OBa(%) = (a—1-
k) (k+1)Bk+1(0)'

De la méme maniére %]m:oBa(az +1) = (@ —1—=k)!(,)Brs1(1) On en tire
%]IZD(BQW +1) =B —az) = (@ —1-k)!(,3;) (Bey1(1) — Brg1(0)) = 0 d’apres
le calcul fait dans kle cas k = 1.
a—k—1
D’autre part, tho(axo‘_l) =afa—1)---(E+1)2¥|,—0 =0
Donc le résultat est vrai au rang k + 1. Ce qui acheve la récurrence.

Et en prenant k = « :
Bo(z +1) — By(z) = ax®™!
6)
a) Su=2T1 k= gy il (Bara(k+ 1) - Ba+1(k)) = 211(Ba+1(n) = Bat1(1))
~ a=1:87=1(By(n) — B2(1)) = 3(n* —n) = in(n — 1) qui est une formule qu'on
connait bien.
~a=2:5) = L(By(n) — Bs(1)) = (n® — 3n? +- 1) = 2(2n% — 3n + 1) = "Dl
qui est aussi une formule bien connue de la somme des carrés d’entiers consécutifs.
—a=3:87 = L(By(n) — By(1)) = 1(n* — 203 + n?) = 2 (n? — 2n 4 1) = "
—a=4:85]= %(35(71) — Bs(1)) = %(n5 2714 + 5n3 - %)

b) En prenant h = 1 dans I'expression de 3) on obtient

a—1

> (a> Bu(x) = Bu( 1+ 1) — Bu(x) = az®!

s=0
En remplagant a par o 4+ 1 dans I'expression précédente, on obtient

;(aﬂ)&(w):(wl) “(a+1)B +Z<O‘+1> (z) = (a+1)z"

S

donc
a—1

Ba(x) = 2 — oHl—l 3 <a:1>Bs(x)

s=0

On en déduit Bg(xr) = 2% — l(Bo(x) + 7B (7) + 21By(z) + 35B3(z) + 3534(93) +
21Bs(z) =ab -1 — (- ) - 3(a? —z + )—5(30 — 322+ %) —5(at — 223+ 27— ) —
3(a® — Sat 4+ a3 — L) =20 — 327 + 22" — 5:5 + 22 Onen dedult le calcul de S¥

S2 = 1(Bs(n) — Bs(1)) = (n® — 3” +32 %712)



