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Introduction

On veut étudier dans ce probleme une équation fonctionnelle f(zy) = f(x) + f(y),
x,y > 0. En donnant & f une certaine régularité, a savoir continuité en tout point et la
dérivabilité en un point z¢ (z9 = 1 par exemple), on parvient & montrer que f est un
logarithme. Une propriété clé est que la dérivabilité en un point entraine la dérivabilité
en tout point (la continuité sur tout le domaine étant supposé). A la fin du probléme, on
déduit une approximation de Inz par une suite dont I’expression ne fait figure que des
racines n-iemes : Inz = lim,,_, n( Yz — 1).

Partie A

A-1)
Soit 7 > —1. Par récurrence sur n montrons que (1 +7)" > 1+ nr.
Sin=1:(1+7r)! =1+ donc c’est vrai.
Supposons le résultat vrai au rang n : (1+7)" > 1+ nr.
On multiplie les deux membres par 1+ r > 0.
A+r)"L > A +nr)1+r)=1+nr+7r+nr?2>1+ (n+ 1)r.
donc le résultat est vrai au rang n + 1.
On a donc
Vn e N Vr > —-1,(1+7r)" > 1+nr (1)

A-—2)

Soitsz1etnEN*,0nposer:%—12—1

On applique I'inégalité précédente : (1 +7)" "L > 1+ (n+ 1)r
S > 1+ (m+ 1)L -1)

On multiplie les deux membres par s"T! > 0

1> s" 4+ (n+1)(s" — s"1) donc

ns"™+ 1> (n+1)s" (2)

A—3)

a) Soit z > 1 et ng = E(X=1) 4+ 1 avec € € R,
On a par définition =1 < E(Z=1) +1 = ng
donc z < 1+ eng

Soit donc n > ng En utilisant le fait que y — {/y est strictement croissante sur R ,on

a:
Vi< < VT+ne< YA+en=1+¢
donc
1< Yr<l+e
b)
Soit 0 <z <1
OnappliqueA—3—a)a%>l
nfl 1
donc )

<Yr<i

1+e¢
A—4)



Soit > 1, pour n > 0, on pose vy, (z) = n( Yz —1). On pose s = ""Y/x (> 1) comme
indiqué et on utilise (2)
ns"™ 41> (n+1)s"

nYT+1>(n+1) "z

on retranche n + 1 aux deux membres de 'inégalité :

nyr—mn=uvp(z) > (n+1)"Vr—(n+1)=uv,41(z)

donc (vn(x))n>1 est décroissante.
On adeplus vy(z) =2 —1
Soit n € N*
— Siz=1,1lest clauiquueUn(a:):()donc():“737_1 <ovp(r)<x—1=0
~ Siz>10n pose a = {/r donc z = a" il suffit de montrer que v, (x) > 1

x _ na"(a—1)
on(@) = a™—1

na™(a — 1)
@ D@+ tatl)

n

r—1

na
a1+ +a+1

orpourOﬁkﬁn—l,a”Zak (car a > 1)
X

donc na™ > a"t 4+ +a+1dot v, (x) > 1
On a donc

z—1
Vo > 1, <wvp(x) <z —1 (4)
x
A—5)
a)
Soit z >'1
La suite (v, (x))n>1 est décroissante et minorée par £=1 donc elle converge. et on a, en

passant a la limite dans (4)

-1
° < lim wvp(z) <z —1

X n——+00

b)
Soit0<x§1etsoitn21.0na%El

wd) = (-

= 21—
S EUE)
—vp(z)

V(@)

On voit donc que la suite (vy,(2)),>1 converge vers

Mmoot (@)
ljmn_,+oo T\ﬂCC) n—-+0oo n




Soit 0 < x < 1.
D’apres 5) appliquée a % :

i_ _ 1, 1
— < lim w,(=) <= -1
z n—+00 X X
1 1 1-—
l—2z< lim v(=)<=-—-1= a
n—-+00 X X T

Et en prenant les opposés,on change le sens des inégalités :

r—1

X n—-+4oo

1
< lim vp(=)<z-—1
x

Partie B

Soit D une partie de R et f une fonction vérifiant (7) i.e Vz,y € D, f(zy) = f(z)+ f(y)

B-1)D=R

Soit f une fonction vérifiant (7)

On a d’une part : £(0.0) = f(0) = f(0) + f(0

d’autre part : pour z € R, f(2.0) = f(0) =0

donc f(x) =0Vz e R dou f=0

B —2)

D =R*

On a de méme : f(1.1) = f(1) = f(1) + f(1) donc f(1) =

F(=1)%) = f(1) =0 = f(~1) + f(~1) donc f(~1) =0

Soit z € R*. —x € R* et f(—z) = f(—1) + f(z) = f(x) donc f est une fonction paire.

Il suffit donc de restreindre I’étude sur D = R*

B-3)

Dans toute la suite, D = R*

Soit f une fonction constante sur D et non nulle.

f(1) # 0 donc f ne vérifie pas (7)

Désignons par F 'ensemble des fonctions numériques définies sur D = R , non nulles,
non constantes, dérivables et vérifiant (7)

B —4)

Soit f € F et soit x € D.

Montrons par récurrence sur n € N que f(z2") = nf(z)

On a f(z°) = £(1) = 0 = 0.f(x)

Supposons que le résultat est vrai au rang n : f(z") = nf(z)

f@™™) = f(x.a™) = f(x) + f(2") = f(z) + nf(x) = (n + 1)f(x), ce qui acheve la
récurrence.

On a donc

nc f(0) =0

) do
= f(z) + f(0) = f(=)

Ve e D,Vn € N, f(z") = nf(x) (8)
ou en remplagant x par {/z on a :
f@)=nf(¥z) (9

B -5)
Soit £ >0



g est dérivable sur D comme composée de f et y — zy et sa dérivée en y € D est

9'(y) =z f'(zy)
D’autre part Vy € D, g(y) = f(x) + f(y) donc en dérivant :
J ()= f(y);onprendy=1:¢(1)=zf'(x) = f'(1) donc

7

/
1
=0 )
B —6)
Soit f € F
Si f/(1) =0,on aVz >0, f/(x) =0 donc f est une fonction constante, ce qui est exclu
donc f'(1) #0

Soit A € R*. Montrons que A.f € F
A.f est non constante,dérivable sur D et pour z,y € D, (A.f)(zy) = . f(zy) = A(f(z)+

fly)) = Af)(x)+ (A.f)(y) donc A.f vérifie (7)
En conclusion \.f € F
En multipliant f par A\ = %, on se ramene a f'(1) =1
Dans la suite on suppose que f'(1) =1
B-17)

PourtED—l,%:%—ﬁ—d fay=1

Partie C

Cc-1)
Soit x et y > 0

a)

D’aprés A —5)a) et ¢) on a

r—1 .
1< i va(a) = f(a) o1
b)
f)(i) = —f(z) d’apres (6)
Soit n € N*,
vp(zy) = n[Yzy —1]
= n[(VE-DyT+ yr- 1
= (@) /Y + vn(y)
! !

d;)nc flzy) = fz) + f(y)

d

— Sin>0,ona f(z") =nf(x)
~Sin<0n=—|n| (") = f(ky) = —f(al") = — |n] f(z) = nf(2)

donc

C-2)



Soit x,y € D =R avec x > y.Montrons que f(x) > f(y)
£@) = 1) = @)+ F(3) = 2)
Or d’apres C —1—a) , v < f(%)

v
done f(%) = %% >0
d’out f(z) — f(y) > 0 donc f est strictement croissante sur D

b) Soit x € D
-si0<z<1:dapresC—1—a) lgggidonc
J@ @
z—1 x—1 x x
— si > 1; toujours d’apres C' — 1 — a),
1_f@)
" x—17"
donc ) .
LGN P {CO R S
rz—1 r—1 T x
donc si ) )
xGD\l,OS’f(x)_f()l}g 1’
r—1 x
donc )
Jim f<$>—f()_1’:o
z—1 r—1
(par le lemme des gendarmes pour les fonctions) donc
L f@) T
z—1 r—1
f est dérivable en 1 et f/(1) =1
c)
Soit x > 0
Pour y € D\z, on a :
) —f@) 1| IE 11 i®
y—x x (2 -1) x| 2x|f2-1

et en faisant le changement de variable t = £ et sachant que y — x ssit — 1

’f(y)—f(fﬂ) 1 F) ft)

1 1
Yy—x T t—1

x

1 o lim —
‘Hy xtgrix t—1

donc f est dérivable en z et f'(z) = <.

Remarque 1. Ici on voit que la propriété de dérivation de f en 1 se propage a tous les
autres points de D.

Le lecteur est invité a consulter le sujet du CGS de 2003 portant sur l’équation fonc-
tionnelle f(xy) = f(x)f(y) des fonctions exponentielles. Dans le cas de l’exponentielle
c’est la régularité au point 0 qui se propage a tous les autres réels.



)
1)

Vi>0ona f'(t) = % donc f' est continue sur D donc f est C* sur D. On a :

2 2
o) =@ - = [ roa- [ 5

2 dt 21 1
N=[ => [ Zdt==
CESET

f est strictement croissante sur R* = D
donc

Vo > 2, f(2) > f(2°) = pf(2) >

VS

On en déduit que limg_, 4~ f(z) = +00

En effet soit M un nombre positif quelconque; on va trouver zg € D tel que Vo >
xo, f(x) > M.

Soit p un entier tel que & > M (par exemple p = E(2M) + 1) ;on prend z¢ = 2P

on a alors
p

Vo 2o, f(z) 252 M

De méme, si z < 277 (p > 0)

f@) < F@7) = —pf(2) < -

On en déduit que lim,_,¢+ f(z) = —o0
En effet soit M un nombre positif quelconque; on va trouver ¢ € D tel que Vo <
€, flx) < —M.
Soit p un entier tel que § > M (par exemple p = E(2M) +1); on prend € = 277. On
a alors
Ve/0 <z <e, f(x) < —g <-M

CQFD

Remarque 2. On pouvait aussi utiliser la relation fonctionnelle pour montrer que
hmm—»(ﬁ f(l') = -

En posant X = %;X — 400 ssix — 0T .

Pour x >0, f(z) = —f(X) > x—to0 —00.

lim f(z) = —o0

z—0t



