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Introduction

On étudie ici les fractions continues. C’est un sujet tres a la mode au Concours Général
Sénégalais. Apres avoir traité ce sujet, il est recommandé de s’attaquer au sujet de 2001.

0.1 Généralités sur les fractions continues

1
a) Soitz €RY.Ona:
[ag, 2] = ag + 1/x = Zaotl — Piztio
K T qz+qo
Supposons le résultat vrai au rang n > 0 c’est-a-dire :
__ Pn41Y+Pn
vy € Ria [G’Ov”' 7anay] - qnﬁw
[a()?"' 7anaan+17x] - fOO"'Ofn+1($)
= foo--o falansy1 +1/)
- [a07"' 7a‘naan+1+1/x]

HR. Pnt1(ant1 +1/7) + pn
B Gn+1(an+1 +1/2) + qn
(an1Pnt1 + Pp)T + Prtt
(@nt1qns1 + Qn)x + Pnt1
Dn+2% + Pnt1

Gn+2% + qn+1

CQFD

b) On va commencer par démontrer un résultat utile :
Lemme 1. Vn > 0,¢q, >0

Preuve. En effet g1 =1 et go = a1q1 + o = a1q1 > 0.
Supposons que g, > 0et go,—1 > 0o0n a: ¢ur1 = angn + gn—1 > 0. O

Soit n € N et soit z > 0.
lag, -+ s an, 2] = [ao, + ,an—1,an + 1/2] = foo -0 fu_1(an +1/z).
Les fi, sont continues sur R*} donc fyo---o f,_1 est continue sur R* donc

lim foo-- o fu_1(an+1/x)= foo- -0 fu_i(an) = [ao, - ,an]

r——+00

D’autre part

. : 1T + 1
lim [ag, - ,an,z] = lim D Pn_ Dt
T—+00 =400 1T + Gn An+1
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d’ou

a) Soitn € N.

Pn+14n+2 — gn+-1Pn+2 = pn+1(an+IQn+1 + Qn) - Qn+1(an+1pn+1 + pn) = Pn+19n — qn+1Pn-

Et en posant b, = Pngni+1 — GnPn+1, On obtient : b,y1 = —b, donc b, = (—=1)"by et
bo = poq1 — qop1 = 1.

n

Pndn+1 — nPn+1 = (_1)

b) Soit n € N.
Pndn+2 — qnPnt+2 = pn(an+1‘In+1 + Qn) - Qn(an+1pn+1 +pn)
= an+1(ann+1 - annJrl)
Pndn+2 — qnPn+2 = an+1(_1)n

d’apres la question précédente.

3. Soitn € N.

Pont+1 P2n+3
d2n+1 42n+3
Pon+1492n+3 — Q2n+1P2n+3
q2n+192n+3
(_1)2n+1a2n+2
q2n+192n+3
—Aa2n42

= — <0
q2n+192n+3

Ton —T2n4+2 =

D2n+2  P2n+4

q2n+2 q2n+4
P2n+292n+4 — Q2n+2P2n+4

gon+292n+4
(_1)2n+2

Tan+1 — T2n43 =

a2n+3

q2n+-292n-+4

A2n+3
q2n+292n+4

donc (rgy,) est strictement " et (ron4+1) est strictement \.
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T2n — T2n+1

donc

4. Soitn € Net z € R}

o — lag,

et en réduisant au méme dénominateur :

rn—[ao,“-,an,x] =

|rn—[a0,-~-,an,x]] =

,an,x] =

Pon+1 P2n+2

q2n+1 42n+2
P2n+192n+2 — 92n+1P2n+2

q2n+192n+2
(_1)2n+1

2n+192n+2
-1

— <0
92n+192n+2

Ton < T2n+1-

_ Pnt1 Pnt1Z + Pn
In+1  Gn+1T + Gn

Dn+1qn+1% + Pn+19n — Pn+1G9n+1T — Gn+1Pn

gn+1 (Qn—f—lx + Qn)

Pn+149n — Gn+1Pn

dn+1 (QnJrlfU + Qn)

(_1)n+1

dn+1 (Qn+133 + Qn)

1

dn+1 (QnJrlx + Qn)

Partie 2 : Développement en fractions continues

1 Soitn e N.

D’apres 1 — 2 — a), pndn+1 — @uPn+1 = (=1)".

n

Soit d € Z* un diviseur commun de p,, et gy, alors d divise ppgn+1 — gupn+1 = (—1)™. Or
les seuls diviseurs de (—1)™ sont 1 et —1 donc d = +1.
On en conclut que p, et ¢, sont premiers entre eux.

2.
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a) SoitneN
dn+2 — 4n+1 = (an—i-l - 1) Gn+1+Gqn >0
—_———
>0

donc gn+2 > @gnt1 €t g1 > qo et (gn)n>0 est strictement croissante.
Soit n > 2, gp41 — qn € N* donc ¢pi1 —gn > 1.
On utilise une petite astuce qu’il vaut mieux retenir. Elle est tres utilisée pour avoir une
écriture d’une suite quelconque en termes de sommes :

n—1 n—1
Qn_QZ:Z(Qk—i-l_Qk)Z l=n-1
k=2 k=2

On a alors : ¢, > g2 +n — 1. On en déduit que

lim ¢, = 4o0.
n—-+00

b) Ona:
Vn > 0,79 < 1o < Topt1 <71

(ron+1) est N\, et minorée par 7y donc (rg,+1) converge vers un réel a.
(ron) est /' et majorée par r1 donc (rg,) converge vers un réel 3.

De plus, Vn > 0,72, —rop4+1 = m d’apres le calcul fait en 1 — 3). Donc, en passant
a la limite lorsque n — 400 : a— =0

D’out (ray,) et (rop+1) sont adjacentes de limite commune oo = 3 =t = t(a).
3.

a) Ona, pourn >0:

1
0<t—ro<ropy1 —Top=—"""—
q2n+192n+-2
car (ront1) est \, et (ray,) est /" donc
1
t—rop| =t —rop < ———.
q2n+192n4-2
De méme . .
0<rops1 —t <Topq1 —rop = <

Pn+192n+2  42n+292n+3

par croissance de (g,) donc

1
’t - r2n+1‘ =Ton41 — t S -
q2n+292n+3
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I'inégalité est donc valable pour les entiers pairs et impairs, et par conséquent pour tout
entier. )

Vnzo,\t—rnl < — .
dn+149n+2

1
— 4n+19dn+2

D’autre part, pour n > 0 : ’t — Endtl

dn+1
1 1
Lignt —pnl < 27 < oo

De plus, ¥n > 0,7, # t car (roy,) est strictement /' ¢ et (ro,41) est strictement \ ¢, donc

0<|t—rn,1|:‘t—5—:‘pourn21.

1
donc |gnt1t — pryi1| < 7o Vn >

1
Vn > 1,0 < |gnt — pn| < —.
q

n

b) Supposons par I'absurde que ¢ est rationnel. On écrit ¢t = ¢, a € Z, b € N*. On
a:Vn>1,0<|gna/b—py| < qin donc et Vn > 1,0 < |gpa — bpy| < e

Comme @, — 400, +00,0n peut choisir ng entier assez grand tel que qi < 1.
no

On a alors 0 < [gnoa — bpp,| < qi < 1, donc |gnya — bpp,| est un entier naturel
7o

strictement compris entre 0 et 1, ce qui n’existe pas.
Donc t est irrationnel.

4.
a) Soithl:[a0,~--,an]:ag+m et en passant a la limite lorsque n — +oo
t:a0+1/t1
b) Soit n > 2.
n 1 [ ] n 1
ap+ ————————= = |ag, " ,0p| = A0 + ——————
[ay, -, an] " ar + 1 1

az, - ,an]

en passant a la limite losque n — 400

1 1 1
a0<ao+gzt=ao+al+i <aop+ 4
t

donc ag <t < ag+ 1 dou

apg = E(t)
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c) Soit p € N. En remplagant a,, par a,, = anip €t t par t,, on obtient de méme
a, = E(tp). X
SOlthp+1 : [ap,-‘- ,Cbn] :ap+m et,
en passant a la limite lorsque n — 400

tpy =ap+ —
tp+1

donc

a) Soit U un irrationnel.
Pour n =0 : [ag, U1] = ap + 1/U; = ag + Uy — E(Uy) = Up.

Supposons le résultat vrai au rang n : U = [ag, - - , an, Upt1]-
Ona:
[ag, -+, any1,Ung2] = a0, -, an, any1 +1/Unqo)
= [ao, crt O,y Gyl T+ Un+1 - an+l]
== [CLO)”' )anaUn-‘rl] - U
donc
vn > 07 U= [a()a ct o, O, Un+1]

b) D’apres 1 —4:

‘Tn—U’ = HCLO?"' 7a’n]_[a03"' 7anaUn+1]|
1

dn+1 (QnJrl Un+1 + Qn)

(avec les mémes notations qu’au 1)). Or U4 = #(Un) > 0donc gny1Upt1+qn > qn > 1
pour n > 1
1

1 -
Yn>1,|r, —U|l = < n — +o0o 0
In+1(@n1Unt1 + @n) = @nt1

Par conséquent,
lim r,=t(a)=U

n—-+o0o
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Partie 3 : Exemples

1.
Up=r, ao—E(Up) =3
Ulzﬂig, i = E(Uy) =7
Us= s 0= E(U2) =15
U3:U2i15, a3 =EU3) =1
U4:U31_1, a1 = E(Uy) =292

On obtient :
p=1 p1=3 p=7Tx3+1=22 p3=15x22+3 =333
pe=1x 333+ 22 =355
Go=0 1=1 ¢gp=7x14+40=7 ¢g3=15x7+1=106

g1=1x106+7=113 g5 =292 x 113 + 106 = 33102
o — DL _ 355

37 & 113"

D’apres 1 —3 — a),

L ! <3.1077
qags 113 x 33102

Ce qui donne la majoration de l'erreur annoncée dans I'Introduction.

|m—rs| <

2. Ona:
t = lim [ag, -+ ,ak—1,0k, ", Qkin]
n—-+4o0o
= lim [a()a“' 7ak717[ak7"' 7ak+nH
n—-+oo
= |:(107"' sy Qf—1, lim [akv'” 7ak+n]:|
n—-+o0o
- |:a07"' y Ak—1, lim [G{),"' 7an]:|
n—-4o0o
donc
t= [a()) o 7ak717t]

3. D’apres la question précédente on a :

a) (an) est 1-périodique donc ¢t = [ag,t] = 1+ 1 d’olt ¢ est la racine positive de
X2 — X —1 donc
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b) De méme t = [ag,t] =2+ 1 d’oli ¢ est la racine positive de X* —2X — 1 donc
t=1++2

c) (ay) est 2-périodique donc

1 t Jt+1
t= tl=14+-—5=1 =
lao, a1, ] "’2_1_% +275-1-1 2t +1

d’ot1 ¢ est la racine positive de 2X? —2X — 1. On a alors :

143

t
2

a) Soit a € &', k-périodique. Le calcul fait en 1 — 1 — a) pour ¢ irrationnel & la place
de z >0 (on a le droit car les dénominateurs ne s’annulent pas) montre que

_ _ Drt+ Pr—1
t=lag, - ,ap-1,t| = —/———
qrt + qr—1

donc
ait® + (qr—1 — pr)t — pr_1 =0

b) Si a est k-périodique a partir du rang m : avec la méme démonstration qu’au
3 — 2) on obtient :

perkt + Dmtk—1
t=lan. - .a e la 1.t =
[ 05 s Umyy y Um+k—1, ] qurkt + Qi1

done gp4it? + (Gmak—1 — Pmak)t — Pmsk—1 = 0 et ¢ est donc un irrationnel quadratique.

5.

UO:\/§ s a():l

U, = = V241 a1 =2
1 ﬂ—l 1

1 1
T

:U1 CLQ:al:l

etonvoitqueVnZ1,Un:U1:\/§+1etan:2.
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U1: == CL1:1

= V341 as =2

= U az = ai

Us — a3
1
U1—a1
= U2 a4 = a9

On voit que ag =1 et pour n > 1, as,—1 = a1 =1
a9y = a2 = 2.
- U():\/lo CLO:3

1
U = ——
b VI0-3
= VI0+3 a1 =6
UQZL L =U1 a2=a1=6.

U1—6 ~ V10-3
On voit que Vn > 1,a,, = 6 et a9 = 3

UOZ\/1+]€2 aozk‘

1 1
Ur = = =VI+E+kE a1 =2k
Y Ui—a Itk -k '

On voit que ag = k et Vn > 1, a, = 2k.

Partie 4 :Meilleures approximations rationnelles d’un irra-
tionnel

1. Soit n un entier > 2. On suppose n pair : n = 2k + 2. Montrons que ro = Z;:—ﬁ
P < P2k+2 —
4= Quge | 2kHL
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SSiZ>U: )U—%‘g‘U—Z—: U — oty done U < 22U ((rapar) \ U)
d’ouggz”
D’autre part : p >U > p”—l = 19, donc

Pnt B Pn

dn—1 q qn

- Si B < U : on va commencer par un lemme :

Lemme 2. ‘U Dn )U 5::
Preuve. On calcule
Pn _ '+ Pn-1 —U' N
dn dn—1 Adn dn—1
= T2k+1 — T2k
_ 1
Q2h+192k+2
Or %—U‘ =rop+1 — U < m d’aprés 2 — 3 — a) donc
p" U‘ pn U‘
Z%—U)+pr::i—U\ P

1
< 92k+292k+3
- 1
q2k+192k+2

q2k+1
q2k+3

q2k+1

a2k+2G2k+2 + G2k+1

1
e <
q2k+2
Ggpyo 2 41

S P2k+1 51
>1

N

~~

>2

On en tire 2(p" —U) < (22— U) + (U — Bo=1)

qn dn—1

tp" U<U-— =L, O

dn—1

=U — 7%= donc ;= < £ d’ot

dOHC U T q ‘U dn—1 dn—1

Pn—1
‘U dn—1

Pnl _ P _Pn

dn—1 q qn
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2. On obtient & partir de la double inégalité et du fait qu’on travaille avec des entiers le
systeme :
I { Pgn — qpp <0
—qPn—1 + PGn—1 2 1

On consideére le systeme d’équations associées

, { Pgn — qpn =0
—qPn—1+DPGn-1 =1

Son déterminant est pngn—1 — guPn-1 = —(—=1)""1 = (=1)".
Le systéme est donc de Cramer et admet comme solution unique p = (=1)"p, =p, ; ¢=
(_1)nQn = qn-

La partie hachurée en rouge est la solution de la premiere inéquation et celle en bleue
est la solution de la deuxiéme. Leur intersection est la solution du systéme I. Mais l'inter-
section ne comporte que des entiers p > p, et ¢ > gn.

Remarque 1. Pour faire la représentation graphique, on a utilisé le développement de
T:n=2,p1=3,p2=22,q1=1,020=17.

Il n’y a donc pas de solution vérifiant 1 < g < ¢,,. Ce qui est une contradiction.
On souleve de la méme maniere une contradiction pour n impair.
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On en déduit que Z—" est une meilleure approximation rationnelle de U.
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